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Devoir de synthése N°1

Mathématiques Classe : 4°m M;
M" Zrafi Karim Durée: 3.h
Exercice N°1: (5 pts)
U, =1
. . , . 2
1/ Soit la suite U définie sur N par U U,  neN

nl T —,UiT

a) Montrer que, pour tout entier natureln, 1<U_< J3 .

b) Montrer que la suite U est croissante.
c) Montrer que la suite U est convergente et calculer sa limite.

(V)

2/ Soit la suite V définie sur N, par:V_ = -
3-(U,)

a) Montrer que V est une suite géométrique dont on précisera la raison.
b) Exprimer V_ et U_ en fonction de n.

c) Retrouver alors lim U .
n—»+co

3/ On pose S_ =nz_i(Uk )2 pour tout ne N".

k=0

a) Montrer que pour tout ne N ;n<S_<3n.

S
b) Déterminer lim S et lim —-.
n—>+o0 n—+0 n

S *
4/ Onpose T =-" ; pourtout neN
n

a) Montrer que VneN" on a:nS_,, —(n+1)S,=nU*-S, .
b) En déduire que (Tn) est une suite croissante.
c) Montrer que (T ) est une suite convergente.

n

5/ Soit peN" tel que n> p.

a) Montrer que : (n—p)UpZSSnSnUn_l2 . En déduire que : TP yecT U, 2.

b) Montrer que: pour tout peN" on a: Up2 <lmT <3.

n—>+0m

c) En déduire la valeur de lim T, .
n—+oo
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Exercice N°2: (4 pts)

Dans le plan, rapporté a un repére orthonormé direct, on considére un losange ABCD de centre O

tel que (AB; AD) = g[Zn] et I milieu de [AB]. c

1/ Soit f une isométrie qui laisse globalement
invariant le losange ABCD.
a) Montrer que f([AC])=[AC].
b) En déduire que f(0)=0.

c) Déterminer alors les quatre isométries qui laissent globalement invariant le losange ABCD.

2/a) Donner la nature et les éléments caractéristiques des isométries suivantes :

f =S, .0S et f,=5 08

1 (Ac)~ - (AB) (cp)~+(cA)

b) Caractériser alors 'isométrie g=R, _\oR, ..
(=3 (3)
3/ On note E, F et G les symétriques respectives des points A, D et C par rapport au point B.
Soit h I'isométrie telle que : h(A)=E, h(B)=F et h(D)=B.

a) Montrer que h n’admet aucun point fixe.
b) En déduire que h est une symétrie glissante.

¢) Montrer que toh= S(BD) .

d) Donner alors le vecteur et 'axe de h.

Exercice N°3: (5 pts )

I/ On donne : f(z)=2z" —(i+2sinB)z+1—cosO+isin@; ouzeCet OcR.

1/ Montrer que :—(ZCOSO—l)2 =4sin*0+4cos0-5.
2/ Résoudre dans C 1'équation f(z)=0.

3/ Ondonne g(z)=2z"-(2sinO-i)z+1-cos0—isinO; ouzeCet OcR..

a) Montrer que : g(z) =0 équivaut a f (;) =0.

b) Déduire alors dans C les solutions de ’équation : g(z)=0 .

II/ Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O U,V )

On donne les points A[l +%) ; B(—l +%) ; M, et M, d’affixes respectives :

z, =sinO+icos et z, =sinO+i(1—cos0).
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1/ Soit I le milieu de [M1Mz] . Déterminer ’ensemble des points I lorsque 0 varie dans R.

2/ Soit Papplication 6: P — P ; M(z) = M'(2') tel que z'=1z +i.

a) Prouver que G est une isométrie.
b) Déterminer 6(A) et 6(B) puis caractériser C.

3/a) Déterminer et construire (I') Pensemble des points M, lorsque 6 varie dans R.

b) En utilisant ¢ déduire la construction de (I'') Pensemble des points M, lorsque 6 varie

dans R.

Exercice N°4 (5 pts )

Soit f la fonction définie sur |-oo,—1]U[1,+ [ par f(x) =[x’ -1 +x .
(Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ,;,T) .

1/ a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 et a gauche en —1.
b) Préciser le domaine de dérivabilité de f puis calculer f'(x).

c) Dresser le tableau de variation de f

2/a) Montrer que la droite D:y=2x est une asymptote oblique a (Cf) .
b) Tracer (&, ).
3/ Soit g la restriction de f sur Pintervalle |:1 ,+00 |: .

. JOR] -1 y . . B O
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J a préciser.

b) Calculer g™'(2) et (g_l)'(Z).

c) Tracer (Cg_1 ) dans le méme repére et préciser le domaine de dérivabilité de g™ .

1
cosx )
1+sinx

a) Vérifier que h(x) = ————, pour tout x € |:0,§ |: .

COsSX

4/ Soit h la fonction définie sur |:0,§ |: par h(x)= g(

o n . ‘o
b) Montrer que h est une bijection de |:0’E |: sur un intervalle K que I’on précisera.

2
1+x%°

c) Montrer que h™ est dérivable sur K et que (h'l)'(x) =
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